7.5.11 Elipsa a pfimka

Piedpoklady: 7504, 7505, 7508

Pr.1: SepiS vSechny mozné vzajemné polohy elipsy a piimky. Ke kazdému piipadu
nakresli obrazek.

' Z obrazki je ziejmé, Ze existuji tii ptipady vz4jemné polohy kruZnice a piimky:

P
2 * Pifimka se protina s elipsou ve dvou

riznych bodech.
» Rikdme, Ze piimka je se¢nou elipsy.

* Ptfimka se protind s elipsou praveé
v jednom bodé.
* Rikdme, Ze pfimka je tecnou elipsy.

Pfimka se neprotina s elipsou

v Zadném bodg.

» Rikdme, 7e piimka je vnéjsi piimkou
elipsy.

O\

Stejné moznosti jako u kruznice (o¢ekavatelné, kdyz je kruznice specidlnim piipadem elipsy),
bohuZel bez specidlnich vlastnosti (kolmost poloméru na te¢nu, Thaletova kruZnice...) =
priklady musime fesit pomoci parametri (t€zka prace).

Stejné jako u kruZnice i u elipsy existuje vzorec pro te¢nu v jejim bod¢.

(x=m) , (y=n)

Je-libod X, [xo; yo] bodem elipsy =1 ma tefna této elipsy v tomto

a b’
bodé rovnici: (o —m)z(x—m) + (2 _nb)z(y ~n) =1.
a

Podobna pomiticka na zapamatovani jako u te¢ny kruznice:
2 2
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» Sttedova rovnice elipsy

a b’
* Rozlozime dvojc¢leny: (x—m)gx—m) + (y—nl)?gy—n) =1.
a



* V kazdém soucinu zaménime jedno x za x, (ajednoyza y,):

(x=m)(x=m) , (vo=n)(y=n) _
a’ b’

Pedagogicka poznamka: Rovnice te¢ny pro elipsy se sttedem v poc¢atku soustavy souiadnic
neuvadim schvalné. Povazuji ji za zbytecnou, jeji ekvivalent pro kruZnici také
nepouzivame a zbyte¢né zvétSuje chaos ve studentskych hlavéch.

Pf.2: Urcirovnici tecny:
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' 'V obou piipadech dosadime do vzorce.

a) x_2+y_2:1 = (xO—O)(x—O)+(y()—0)(y—0) =1, dosadime X([l;é}
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=3(x=3)+5(y-4)=25
3x+9+5y-20=25

- =3x+5y-36=0

' 3x-5y+36=0
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Pr. 3: Urci pruseciky piimky x+ y—1=0 s elipsou % +y? =1. Jaka je jejich vzajemna

poloha?
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' Redime soustavu rovnic: 4 3 .
. x+y-1=0
3xt+4y? =12 _
T | (dosadime do prvni rovnice)
y=1-x

3 +4(1-x)" =12
3 +4(1-2x+27) =12
3x7+4-8x+4x* =12

- 7x*-8x-8=0
b —aae _~(-8)+(-8) -4T0(8) 848 42612
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_4+6\2 L 4+e2 _3-62
x = = y, =l-x =1- =
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_4-6\2 o 4-6v2 _3+6\2
x, = - = y,=1=-x,=1- - ==
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Pfimka x+y—1=0 md s elipsou XI +y? =1 dva spolecné body P, {

| P{4—6\/5_3+6x/§
) s
| 7

4+6x/5_3—6x/§}a

7 7

2 } a je tedy jeji secnou.



P¥.4: Urdi jak zdvisi vzdjemna poloha elipsy 4x”> +3y”> —16 =0 a ptimky 2x+3y+c =0
na hodnoté parametru c. JeSté nez zacnes ptiklad feSit poCetné, nakresli si nicrtek a
co nejpiesnéji odhadni, jak bude pocetni feSeni piikladu vypadat.

hodnoty parametru ¢ se blizi k nekone¢nu

A

2x+3y+c,=0

\ 4

.
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hodnoty parametru c se blizi k minus nekone¢nu

' Z obrézku vidime, Ze stejné jako odpovidajiciho ptikladu s kruZnici nastanou celkem tfi
. ptipady (postupné od nejmensich hodnot parametru c:

cl (—00;c1) nebo ¢l (c2;00) : ptimka se s elipsou neprotind, je jeji vnéjsi piimkou.
¢ =¢, nebo ¢ =c,: pfimka je tecnou elipsy.
| cl (cl; c2) : ptimka protind elipsu ve dvou bodech, je jeji seCnou.
- Nyn{ fesfme piiklad pocetné.
Hledame pruseciky piimky s kruznici = body, které vyhovuji obéma rovnicim = fesime
soustavu rovnic 4x°+3y"-16=0 => stejny postup jako v piikladé€ s kruZnici.
: 2x+3y+c=0
(2x)° +3y*-16=0
2x=-3y-c
- Ted’ dosadime z druhé rovnice do prvni rovnice rovnou za 2x:

. Trochu si usnadnime vypocet:

(—3 y-— c)2 +3y7-16=0 (minus se pii umocnovani ztrati)
(By+c) +3y*-16=0
9y*+6yc+c? +3y*-16=0

12y* +6yc +c* —16 =0 = kvadratick4 rovnice s parametrem.
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b —dae _ —bex(6c) —4m2((c* ~16)

2a 2002
_ —6ct+/36¢2 - 4802 +48016 _ —6¢ £/4816 12
y1,2 24 24

» O existenci kofent rozhoduje znaménko vyrazu pod odmocninou
. = feSfme nerovnici 4806—-12¢* >0 /:12.

(e -64)==(c-8)(c+8) 20

413

,,obrdcena“ parabola, priseciky pro ¢ =-8 a ¢ =8

A
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Z obréazku je vidét, Ze mohou nastat tfi moZnosti:

1. c (—8;8) = diskriminant rovnice D =64 —c¢* >0

' Rovnice pro nalezen{ priisecikil elipsy s pfimkou mé dva kofeny = elipsa se protind
. s ptimkou ve dvou bodech, ptimka je jeji seCnou.

' 2. ¢=-8 nebo ¢ =8 = diskriminant rovnice D =64-¢> =0

Rovnice pro nalezeni priiseciki elipsy s pfimkou ma jeden kofen = elipsa se protind
. s ptimkou v jednom bodé¢, pfimka je jeji teCnou.

- Te¢né body miizeme spod&itat:

- - +
o+ =8 ym:—6i‘0=—2 = 2x=-3y-c=-3(-2)-8=-2=x=-1

= T,[-1-2]
i -6-8) %0
=By E— = 2x=-3y-c=-3(2)-(8)=2=>x=1

= T,[1;2]

3. cO(~0;-8) 0 (8;0) = diskriminant rovnice D =64 ¢’ <0

. Rovnice pro nalezeni priisecikil elipsy s pfimkou nema Zadny kofen = elipsa se s pifmkou
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Pf.5:  Najdi te¢ny elipsy 5x° +9y° =45=0 prochdzejici bodem A[0;-3].

. NapiSeme si vSechny piimky prochazejici bodem A[O; —3] :

(y - yo) =k (x - xo) = (y + 3) = kx , pfimku x =0 nemusime sledovat, je urcité secnou

elipsy 5x% +9y* —45=0.

Z rovnice ptimky ( y+ 3) =kx vyjadiime y = kx—3 a dosadime do rovnice elipsy:
5x2+9(kx=3)" -45=0

527 +9 (k3 —6kx +9) —45=0



- 5x% +9k*x* —54kx +81-45=0

(5+9K?)x* -54kx+36 =0

Hleddme te¢ny = zajimdme se o nulovy diskriminant, feSit zbytek kvadratické rovnice je
' zbyteCné:

- D=0 —4ac = (-54k)’ —4(5+9k*)36 = 2916k> ~1206k> =720 =0

1620k* =720=0

1620 162 81 9

k;% = tlzyZ%x—3 = 1,:2x-3y-9=0

kzz—g o hiy=-Zx-3 = 12043y +9=0

Pr. 6: Petdkova:
strana 130/cviceni 90 d)
strana 130/cviCeni 92 a)
strana 130/cvieni 94 b)
strana 131/cvi¢eni 95 b)
strana 131/cvi¢eni 96 d)

Shrnuti: Vzorec pro rovnici te¢ny elipsy je analogicky vzorci pro te¢nu kruznice. Ostatni
piiklady feSime stejné jako u kruZnice bez vyuZivani specidlnich vlastnosti.



